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INTRODUCTION
Soit X un champ de vecteurs polynomial sur l'espace C n, X s
 . w x A ­r­ x , A g C x , . . . , x ; X equivaut a la donnee d'une derivationÂ Á Â Âi i i 1 n
w xnotee encore X de l'anneau C x , . . . , x . On dira que X est surjectif si laÂ 1 n
w xderivation X : C x , . . . , x D l'est. En dimension n s 1, les seuls champsÂ 2 n
 . Usurjectifs sont les champs constants l ? ­r­ x , l g C . En dimension 21
 .  .pour m g C les champs X s m x ­r­ x q ­r­ x sont surjectifs. Onm 1 1 2
se propose d'etablir le:Â
THEOREME. Soit X un champ de ¨ecteurs surjectif sur C2. Il existe m etÂ Á
w 2 xun automorphisme polynomial f g Aut C tel que f# X s X .m
On remarque que le spectre de la derivation X est constitue desÂ Âm
multiples entiers de m : spec X s N ? m; par consequent X et X sontÂm m m1 2
conjugues si et seulement si m s m .Â 1 2
On examine ensuite le cas ou X est a coefficient dans un sous corps kÁ Á
de C.
Â Â Â Â1. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES CHAMPS SURJECTIFS
 .Soit X un champ polynomial; si x s x , . . . , x est un systeme deÁ1 n
 . w xcoordonnees fixe, on note X s  A ­r­ x et pour f g C x , . . . , xÂ Â i i 1 n
­ f
X ? f s A . i ­ xi
* Je remercie M. Baker, M. Coste, F. Maaref et A. Dimca pour des conversations ou
correspondances ayant trait au sujet.
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La propriete la plus immediate des champs surjectifs est la suivante:Â Â Â
PROPOSITION 1.1. Si X est surjectif, X n'a pas de singularites, i.e. l'idealÂ Â
w xengendre par les X est C x , . . . , x .Â i 1 n
Preu¨e. Si X s'annule en m, alors pour tout f , X ? f s'annule en m et
 w x  . 4l'image de X est contenue dans l'ideal M s g g C x , g m s 0 .Â m
1w n x w xSi m g L C est une 1-forme polynomiale, on note i h g C x , . . . , xX 1 n
 .le produit interieur de h par X ; si h s  a dx et X s  A ­r­ x , on aÂ i i i i
i h s  a A .X i i
PROPOSITION 1.2. Si X est surjectif, alors toute 1-forme polynomiale
1w n x w x 1w n xh g L C s'ecrit h s h q dh a¨ec h g C x et h g L C annuleÂ X X
X : i h s 0.X X
Preu¨e. On prend h solution de X ? h s i h et h s h y dh.X X
Les courbes integrales d'un champ de vecteur polynomial, ici sans singu-Â
larites, sont des surfaces de Riemann immergees et lisses; on les appelleÂ Â
 .aussi feuilles du feuilletage associe a X . Elles sont non compactes.Â Á
La proposition 1.2 admet le:
COROLLAIRE 1.3. Soient X surjectif et L une courbe integrale de X.Â
1 n.Soient g ; L un lacet et h g L C une 1-forme holomorphe globale. Alors
H h s 0.g
Preu¨e. Supposons H h non nul, disons egal a 1 quitte a normaliser h.Â Á Ág
Puisque h est entiere, si B est une boule fermee dont l'interieur contient gÁ Â Â
on peut approximer h aussi pres que l'on veut sur B par des 1-formesÁ
1 nw xpolynomiales. Ainsi on trouvera h g L C telle que H h / 0. Mais d'apresÂg
1.2 h s h q dh et H h s 0. Contradiction.X g
 .On introduit maintenant la n y 1 forme differentielle v definie parÂ Â
v s i vol ou vol s dx n ??? n dx . La proposition qui suit sera utilisee enÁ ÂX 1 n
dimension n s 2; sa preuve est consequence immediate de la surjectiviteÂ Â Â
de X :
w xPROPOSITION 1.4. Si dv est non identiquement nul, il existe W g C x , W
non constant tel que dv q dW n v s 0.
 .Preu¨e. One ecrit dv s w ? vol; on prend W solution de X W s yw.Â
COROLLAIRE 1.5. Dans le cas de la dimension 2, si X est surjectif, X
 2 .possede une integrale premiere holomorphe F g O C . En particulier lesÁ Â Á
courbes integrales de X sont des courbes lisses fermees de C2.Â Â
Preu¨e. Si dv est non nul la condition dv q dW n v s 0 est equiva-Â
 W . W Wlente a d e v s 0. Ainsi la 1-forme holomorphe e ? v est exacte: e v sÁ
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 2 .dF, F g O C ; les courbes integrales de X sont let composantes connexesÂ
w xdes lignes de niveau de F. Lorsque dv s 0, il existe P g C x , x tel que1 2
v s dP et F s P convient.
PROPOSITION 1.6. Soit X un champ polynomial sur C2, X surjectif. Si L
est une courbe integrale de X, alors L est conformement equi¨ alente a unÂ Â Â Á
disque ou un plan.
Preu¨e. Soit g ; L un cycle non homologue a 0. On peut trouver uneÁ
1 .1-forme holomorphe d g L L telle que H d s 1. Comme L est une sousg
variete fermee de C2 qui est de Stein, d est la restriction a L d'uneÂ Â Â Á
1 2 .1-forme holomorphe h g L C et H h s 1. Ceci contredit le corollaireg
1.3. Par suite tout 1-cycle de L est homologue a 0. La description desÁ
 . w xsurfaces de Riemann non compactes via anses et bouts R assure que L
est simplement connexe. Comme L est non compacte on a le resultat.Â
Â Á2. THEOREME DE TYPE ABHYANKAR]MOH:
RESULTATS DE LIN]ZAIDENBERG; COHOMOLOGIE
Â ÈRELATIVE: RESULTATS DE DIMCA ET SAITO
w xLet theoreme d'Abhyankar et Moh A, M affirme qu'une courbeÂ Á
2  4 w xirreductible G de C , G s P s 0 , P g C x , x irreductible, isomorphe aÂ Â Á1 2
 .la droite C i.e. G est un plongement de C est l'image d'une droite par un
2 w 2 xautomorphisme algebrique de C . Plus precisement il existe f g Aut CÂ Â Â
 .tel que P (f x , x s x .1 2 1
w xDans L, Z Zaidenberg et Lin etendent ce resultat de la facËon suivante:Â Â
THEOREME 2.1. Soit G ; C2 une courbe algebrique simplement connexeÂ Á Â
 . w x  4peut ete non irreductible, singuliere . Soit P g C x , x tel que G s P s 0 ;Ã Â Á 1 2
w 2 x m n  k l .il existe f g Aut C tel que P (f soit du type x x  x y a x m, n g N,1 2 i 1 i 2
 . U k  . w xk, l s 1, a g C ou bien x q x , k g N, q g C x .i 1 2 2
Remarquons en particulier que lorsque G est lisse, eventuellement nonÂ
 .  . w xirreductible, alors on est dans le cas P (f x , x s q x avec q g C x .Â 1 2 2 2
PlacËons nous maintenant dans la situation de 1.4 avec n s 2, i.e. ou l'onÁ
1w 2 x w xa v g L C et W g C x , x tels que dv q dW n v s 0. Ce contexte a1 2
w x ?w n xete etudie par Dimca et Saõto dans D, S ; notant L C le complexe desÂ Â Â Â È
formes differentielles polynomiales sur C n, ces auteurs associent a unÂ Á
w x ?w n xpolynome W g C x , . . . , x une differentielle D sur L C define par:Ã Â Â1 n W
k w n xD a s da q dW n a pour a g L C . .W
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Ils etablissent le theoreme suivant:Â Â Á
THEOREME 2.2. Pour chaque k il y a un isomorphismeÂ Á
kq1 ? n Äkw xH L C , D ( H F , C . .W
y1 Ä .ou F s W t est la fibre generique de W et H denote la cohomologieÁ Â Â Â
reduite.Â
1 ?w n x .En particulier pour k s 0, l'espace H L C , D est un C-espaceW
vectoriel de dimension finie d ou d q 1 est le nombre de composantesÁ
y1 .connexes de la fibre generique W t . Par exemple si cette fibre estÂ Â
connexe alors toute 1 forme v satisfaisant dv q dW n v s 0 s'ecritÂ
v s dP q P ? dW pour un certain polynome P. Rappelons que W est aÃ Á
 .  .fibre generique connexe si et seulement si W est primitif, i.e. si W s p WÂ Â
w x w xavec p g C t et W g C x , . . . , x alors p est une transformation affine1 n
w xinversible; ceci se deduit du theoreme de factorisation de Stein F ap-Â Â Á
plique a une resolution des singularities de W a l'infini.Â Á Â Â Á
Lorsque les fibres ne sont pas connexes nous aurons besoin d'une base
1 ? n w x .  .explicite de l'espace H L C , D ; soit donc W s p W un polynomeÃW
w xnon primitif ou p g C t est un polynome de degre d q 1 et W gÁ Ã Â
w xC x , . . . , x est primitif. Comme W est a fibres connexes, la fibreÁ1 n
generique de W a precisement d q 1 composantes connexes. Ecrivons p:Â Â Â Â
p t s p q p t q ??? qp t dq1 , p / 0 . 0 1 dq1 dq1
dq1soit W s p q p W q ??? qp W .0 1 dq1
Il vient:
ddW s p dW q ??? qp d q 1 W dW s D 1 . .  .1 dq1 W
iConsiderons les formes differentielles v s W dW, i s 0, . . . , d y 1; ellesÂ Â i
verifient D v s 0. Montrons que les v forment une base deÂ W i i
1 ?w n x .H L C , D .W
w xPour cela supposons qu'il existe P g C x , . . . , x et l g C tels que:1 n i
dy1
idP q P ? dW q l W dW s 0. i
is0
On a dP n dW s 0; par suite P est constant sur les fibres de W qui sont
w x  .connexes. En resulte l'existence d'un polynome q g C t tel que P s q W ;Â Ã
il vient:
dy1 ­ ­
X X X Xiq W q q W ? p W q l W dW ' 0, p s p , q s q .  .  .  i / ­ t ­ tis0
X .  . X . dy1 iet q t q q t ? p t q  l t ' 0.is0 i
D. CERVEAU324
Comme pX est de degre precisement d, necessairement q est nul et lesÂ Â Â Â
l aussi. Finalement on obtient la:i
w x  .PROPOSITION 2.3. Soit W g C x , . . . , x , W s p W , W primitif p g1 n
w x 1w n xC t de degre d q 1. Soit v g L C satisfaisant dv q dW n v s 0. IlÂ
w xexiste P g C x , . . . , x et l g C tels que:1 n i
dy1
Xiv s dP q P dW q l W dW s dP q Pp W q q W dW . .  . i /
is0
3. CHAMPS SURJECTIFS HAMILTONIENS
Un champ de vecteur X sur C2 est dit hamiltonien si la forme v s i volX
w xest fermee; dans ce cas il existe H g C x , x tel que v s dH et H estÂ 1 2
une integrale premiere de X, i.e. X ? H s 0. On a le:Â Á
THEOREME 3.1. Soit X un champ surjectif sur C2; si X a une integraleÂ Á Â
w x w 2 xpremiere non constante H g C x , x , il existe f g Aut C tel que f# X sÁ 1 2
­r­ x . En particulier X est hamiltonien.1
Preu¨e. Soit H comme dans l'enonce; on peut supposer H primitif.Â Â
y1 .Comme X est surjectif les fibres H t sont simplement connexes.
Comme elles sont toutes lisses puisque X est sans singularite, d'apres 2.1 ilÂ Á
w 2 x w x  .  .existe f g Aut C et q g C x tels que H(f x , x s q x . Puisque2 1 2 2
H est primitif, q est affine. On conclut aisement.Â
4. UN CAS PARTICULIER
Il s'insere en fait dans le cadre general mais la demonstration duÁ Â Â Â
resultat qui suit est simple. Nous choisissons de la presenter:Â Â
THEOREME 4.1. Soit X un champ surjectif sur C2, v s i vol. Si l'on aÂ Á X
U w 2 x Udv s l ? vol, l g C , alors il existe f g Aut C et m g C tels que
 .  .f# X s X s m x ­r­ x q ­r­ x .m 2 2 1
Preu¨e. On considere le polynome W tel que dv q dW n v s 0.Á Ã
Comme dv ne s'annule pas, W est primitif et d'apres 2.3 il existeÁ
w xP g C x , x tel que v s dP q P dW. On constate que P est unique et1 2
dv s dP n dW s l dx n dx . Une reponse positive a la conjecture duÂ Á1 2
Jacobien nous permettrait de conclure immediatement. Nous allons bienÂ
sur nous en passer. On remarque que chaque composante connexe deÃ
y1 .P 0 est solution de v s 0 et par suite est courbe integrale de X.Â
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Comme elles sont simplement connexes on peut appliquer 2.1, i.e. on peut
 .  .supposer a un morphisme polynomial pres que P x , x s q x ouÁ Á Á1 2 2
w xq g C x ; comme un automorphisme polynomial est a Jacobien constantÁ2
X .ceci n'affecte pas le fait que dv s cste. vol. Ainsi v s q x dx q2 2
 .q x dW et2
­ W
Xdv s yq x dx n dx s cste. vol. .2 1 2­ x1
X  .Par suite q s cste et l'on peut supposer q x s x et ­ Wr­ x s cste;2 2 1
 . U w xainsi W s a x q w x , a g C , w g C x . On peut alors supposer W s1 2 2
yx et donc que v s dx y x dx . Ce qui implique que X est conjugue aÂ Á1 2 2 1
  .  ..m x ­r­ x q ­r­ x pour un certain m; au moyen d'une homothetieÂ2 2 1
convenable, on conjuguera X au champ X .m
Remarque. La constante m apparaissant ci-dessus provient du fait que
les automorphismes utilises n'ont pas necessairement leur jacobien egal aÂ Â Â Á
un.
Á5. CHAMPS SURJECTIFS A W PRIMITIF
On considere dans tout ce paragraphe un champ surjectif X sur C2,Á
 .v s i vol; on suppose dv non identiquement nul et l'on considere 1.4 leÁX
polynome W tel que dv q dW n v s 0. On suppose W primitif. On aÃ
encore le:
THEOREME 5.1. Sous les hypotheses precedentes, le champ X ext polyno-Â Á Á Â Â
 .  .mialement conjugue a l'un des X s m x ­r­ x q ­r­ x .Â Á m 1 1 2
Remarque 5.2. On constate a posteriori que si W est primitif on est enÂ
fait dans la situation du § 4.
w xPreu¨e de 5.1. Comme dans la preuve de 4.1 il existe P g C x , x tel1 2
 .que v s dP q P dW et l'on peut supposer d'apres 2.1 que P x , x sÁ 1 2
 . w xq x ou q g C x . Comme v ne s'annule pas, le polynome q a sesÁ Ã2 2
racines simples
N
q x s x y t , ou les t sont distincts. .  . Á2 2 i i
is1
LEMME 5.3. q est affine, i.e. N s 1.
Preu¨e. Le feuilletage F associe a v est l'image reciproque par l'appli-Â Á Â
 .   . . Xcation polynomiale c : c x , x s W x , x , x du feuilletage F donneÂ1 2 1 2 2
X  .  .par v s dp x q q x dx . Ce feuilletage a pour integrale premiereÂ Á2 2 1
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 . x1 Xq x e , ou si l'on prefere la fonction multivaluee HÂ Á Â2
N
XH x , x s log q x q x s log x y t q x . .  .  .1 2 2 1 2 i 1
is1
 .4Supposons N G 2 et considerons dan C s 0, x un lacet g d'indice 1Â 2
autour de t , y1 autour de t et 0 autour des autres t :1 2 i
On peut relever g et un lacet g X contenu dans une feuille generique L XÂ Â
du feuilletage F X. Visiblement g X n'est pas homotope a 0 dans L X sinon gÁ
 4 Xle serait dans C y U t ; de meme g n'est pas de torsion. L'application cÃi
est un revetement a N feuillets en dehors d'une certaine courbe algebriqueÃ Á Â
D ; C2 a valeurs dans C2 y DX ou la courbe algebrique DX est l'adherenceÁ Á Â Â
 . X de c D . Comme une feuille generique L est transcendante nonÂ Â
. 2  Xalgebrique et analytique dans C puisque L est une composante con-Â
 . x1 . X Xnexe d'un q x e s cste l'intersection L l D est un ensemble2
denombrable discret CX de C2. Quitte a modifier g on peut supposer queÂ Á
g X ne rencontre pas CX. Comme c est un revetement fini au-dessus deÃ
2 X X k  k .XC y D , il existe un entier k tel que l'image reciproque de g s g parÂ
c soit un lacet g contenu dans une feuille L de F. Comme X est surjectifÄ
g est homotope a un point et donc, par projection par c , g X k estÄ Á
Xhomotope a un point dans L . contradiction. Donc N s 1.Á
 .  . On suppose donc dans la suite q x s x et v s x ­ Wr­ x dx q 12 2 2 1 1
 .q x ­ Wr­ x dx . Nous allons utiliser de facËon directe la surjectivite deÂ2 2 2
X pour prouver le:
 . .LEMMA 5.4. ­ Wr­ x x , 0 est constant.1 1
w xPreu¨e. Soit f g C x , x tel que v n df s x dx n dx ; on a1 2 2 1 2
­ W ­ f ­ W ­ f
1 x y 1 q x s x . . 2 2 2 /­ x ­ x ­ x ­ x1 2 2 1
DERIVATIONS SURJECTIVESÂ 327
 .  .  .Par suite ­ fr­ x est divisible par x et f x , x s x a x , x q f x ,1 2 1 2 2 1 2 0 2
a et f polynomes. Il vient:Ã0
­ W ­a ­ f ­ W ­a0
2 a q x q y 1 q x s 1 . 2 2­ x ­ x ­ x ­ x ­ x1 2 2 2 1
et sur l'axe x s 0 on obtient:2
­ W ­ f ­a0
3 x , 0 a x , 0 0 y x , 0 s 1. .  .  .  .  .1 1 1­ x ­ x ­ x1 2 1
 .On obtient le lemme en considerant le terme de plus haut degre dans 3 .Â Â
Ecrivons maintenant W sous la forme:
W x , x s a x x N q a x x Ny1 q ??? qa x .  .  .  .1 2 0 2 1 1 2 1 N 2
w xou les a g C x . Notons que l'un des a pour i / N est non nul sinon xÁ i 2 i 2
serait integrale premiere de X, cas exclus par l'hypothese dv k 0 et 3.1.Â Á Á
On suppose donc N G 1 et a non identiquement nul. Le lemme qui suit0
est de nature calculatoire; il serait interessant d'en donner une preuveÂ
geometrique.Â Â
 .LEMMA 5.5. a x est constant.0 2
 .Demonstration. On suppose a x non constant et l'on considere laÂ Á0 2
  ..  .1-forme h s 1 q x ­ Wr­ x dx q x ­ Wr­ x dx ; d'apres 1.2 il ex-Á2 2 1 2 1 2
iste des polynomes a et h tels que h s av q dh. Il vientÃ
­ W ­ W ­ h
1 1 q x s a x q . 2 2­ x ­ x ­ x2 1 1
­ W ­ W ­ h
2 x s a 1 q x q . 2 2 /­ x ­ x ­ x1 2 2
soit encore
­ W ­ h ­ h
23 1 y a 1 q x s a q .  . 2 /­ x ­ x ­ x2 2 1
­ W ­ h ­ h
24 1 y a x s a q .  . 2 /­ x ­ x ­ x1 1 2
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On ecritÂ
W s a x x N q a x x Ny1 q ??? .  .0 2 1 1 2 1
a s a x x M q a x x My 1 q ??? .  .0 2 1 1 2 1
h s h x x L q h x x Ly1 q ??? .  .0 2 1 1 2 1
 .  .avec a x et h x non identiquement nuls.0 2 0 2
 .Nous allons examiner les coefficients de plus haut degre en x dans 3Â 1
 .et 4 ; on envisage plusieurs cas suivant les valeurs de M.
 .  2 . i M / 0, 1. Le terme de plus haut degre dans 1 y a x ­ WrÂ 2
. 2 .  . Mq Ny1­ x est ya x ? x Na x x et le terme de plus haut degre dansÂ1 0 2 2 0 2 1
 .  . w  .  .x Mq Ly1a ­ hr­ x q ­ hr­ x est L ? a x h x x car M ) 1. Par suite1 2 0 2 0 2 1
 .d'apres 4 on a N s L et comme N G 1:Á
 .  .  .  .4i ya x ? x a x s h x .0 2 2 0 2 0 2
 2 .  .Le coefficient de plus haut degre dans 1 y a 1 q x ­ Wr­ x estÂ 2 2
2 . X  . MqN  .  .ya x ? x a x x et celui de a ­ hr­ x q ­ hr­ x est0 2 2 0 2 1 1 2
 . X  . Mq L Xa x h x x si h est non nul; on a:0 2 0 2 1 0
 .  . X  . X  .3i ya x ? x a x s h x .0 2 2 0 2 0 2
 .  .  .XEn derivant 4i et comparant a 3i on constate que x a ' 0 ce quiÂ 2 0
 .est absurde. Le cas i ne se presente donc pas.Â
 .  2 .  .ii M s 1. Le terme de plus haut degre dans 1 y a x ­ Wr­ xÂ 2 1
2 .  . N  .  .est toujours ya x x Na x x et celui de a ­ hr­ x q ­ hr­ x est0 2 2 0 2 1 1 2
w  .  . X  .x L  .  . X  .cette fois La x h x q h x x lorsque La x h x q h x0 2 0 2 0 2 1 0 2 0 2 0 2
 2 .est non nul. De meme le terme de plus haut degre d ans 1 y a 1 qÃ Â
 .. 2 . X  . Nq1  .x ­ Wr­ x est ya x x a x x et celui de a ­ hr­ x q2 2 0 2 2 0 2 1 2
 .  . X  . Lq1 X X­ hr­ x est a x h x x lorsque h est non nul. Si h est nul alors1 0 2 0 2 1 0 0
 .  . XL ) N et La x h x s 0 ce qui est absurde. Donc h est non nul et0 2 0 2 0
L s N.
On a finalement
 .  . X  . X  .3ii ya x ? x a x s h x .0 2 2 0 2 0 2
 . 2 .  .  .  . X  .4ii ya x ? x Na x s Na x ? h x q h x .0 2 2 0 2 0 2 0 2 0 2
w x w xSi l g C x on note l le terme de plus haut degre dans l; on aÂ2
w x w  . X  .x w X  .x3ii y a x ? x a x s h x et0 2 2 0 2 0 2
w xX w 2 .  .x w  .  .x4 ii ya x ? x Na x s Na x ? h x .0 2 2 0 2 0 2 0 2
w xMais 4ii implique
ya x ? x a x s h x . .  .  .0 2 2 0 2 0 2
Par derivation on obtientÂ
w xX w  . X  .x w   . .X  .x w X  .x4ii y a x ? x a x q y a x ? x a x s h x .0 2 2 0 2 0 2 2 0 2 0 2
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w xX w x w   .  .X X  .xComparant 4ii a 3ii on obtient 0 s y a x ? x a x ce qui estÁ 0 2 2 0 2
 .absurde et le cas ii ne se presente pas.Â
 .  .  .iii Cas M s 0, i.e. a s a x et h s a x v q dh; ecrivant dhÂ0 2 0 2
 .s d a v on obtient:0
­ 2W ­ W ­ 2W ­ W ­ W
Xx y y x s a x x q a x ? .  .2 2 0 2 2 0 22 2­ x ­ x ­ x­ x ­ x2 1 11 2
On obtient au niveau du coefficient de plus haut degre:Â
yaX x y x aY x x N s 0. .  . .0 2 2 0 2 1
On a suppose a non constant; comme x yX q y s 0 n'a pas de solutionÂ 0 2
polynomiale non constante on arrive a une contradiction. Finalement on aÁ
prouve le lemme.Â
Fin de la demonstration de 5.1. D'apres le lemmes 5.4 et 5.5 W est de laÂ Á
 .  . U w xforme W x , x s l x q w x ou l g C et w g C x ; comme l'appli-Á1 2 1 2 2
 .   . .cation x , x ¬ l x q w x , x est un diffeomorphisme algebrique onÂ Â1 2 1 2 2
a prouve le theoreme.Â Â Á
Remarque 5.6. En fait on a utilise la primitivite de W seulement pourÂ Â
obtenir l'ecriture v s dP q P dW. Ainsi si l'on sait a priori que l'on a uneÂ
telle ecriture, on pourra encore mener a bien le raisonnement.Â Á
6. SI X EST SURJECTIF ALORS W EST PRIMITIF
On travaille toujours avec v s i vol et W tel que dv q dW n v s 0.X
 . w xOn suppose que W s p W ou p g C t et W est primitif.Á
D'apres la proposition 2.3 v s'ecrit:Á Â
dy1
Xiv s dP q P dW q l W dW s dP q P ? p W q q W dW .  . i
is0
w x w x  X .avec P g C x , x , q g C t , degre q F degre p y 1.Â Â1 2 a
Par suite v apparait comme image reciproque par la transformationÂ
X X .   .polynomiale W, P de la 1-forme polynomiale v s dx q y ? p x q2 1
 ..q x dx .2 1
Comme on peut supposer dv non nul identiquement l'application
X X2 2 .W, P est un revetement fini de C y D ª C y D ou D et D sont desÃ Á
w xcourbes convenables. Soit f g C x , x ; on note F la solution de:1 2 f
U
v n dF s f W , P dW n dP s W , P f x , x dx n dx . .  .  .f 1 2 1 2
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X2 2 .Comme W, P : C y D ª C y D est un revetement fini, on peut voir FÃ f
comme une fonction multivaluee sur C2 y DX a croissance moderee le longÂ Á Â Â





 .W , P
X2 6 C.C yD
Soient mX g C2 y DX et G , . . . , G les determinations locales de F en mXÂ1 N f
 .ou N est le nombre de points dans la fibre generique de W, P . ChaqueÁ Â Â
branche G est solution dei
vX n dG s f x , x dx n dx . .1 2 1 2
Soit GX definie au voisinage de mX par:Âf
1
XG s G .f iN
La fonction GX s'etend sur C2 y DX en une fonction uniforme qui de plusÂf
est a croissance moderee le long de DX et a l'infini. Finalement GX estÁ Â Â Á f
rationnel a poles contenus dans DX et verifie:Á Ã Â
vX n dGX s f x , x dx n dx . .f 1 2 1 2
On en deduit l'alternative suivante;Â
on bien:
X X 1. Pour chaque f , G est polynomiale, auquel cas v i.e. la champf
X X .X dual de v est surjectif
on bien:
2. Il existe un f tel que GX soit rationnelle non polynomiale.f
 .Rappelons qu'une courbe algebrique G s Q s 0 est une separatriceÂ Â
1w 2 xalgebrique de la 1-forme V g L C si V n dQ est divisible par Q.Â
Geometriquement ceci signifie que la partie lisse de G est feuille duÂ Â
feuilletage associe a V.Â Á
LEMME 6.1. Si GX est rationnelle non polynomiale, alors les poles GX de GXÃf f
sont des separatrices de vX.Â
X X X  X X.Preu¨e. On ecrit G s P rQ , pgcd P , Q s 1. On a l'identite:Â Âf
dPX dQX
X X X X X Xf dx n dx s v n d P rQ s v n y Pv n . X1 2 X 2Q Q
X X Xqui implique que v n dQ est divisible par Q . D'ou le lemme.Á
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X  X .  .. X w xLEMME 6.2. Si v s dx q x p x q q x dx , p et q g C x ,2 2 1 1 1 1
w 2 xpossede une separatrice algebrique, il existe un automorphisme f g Aut C ,Á Â Â
 .   .. U X  X . .f x , x s x , x q a x tel que f v s dx q x p x dx .1 2 1 2 1 2 2 1 1
Preu¨e. Le feuilletage F X de C2 associe a vX s'etend sans singularites aÂ Á Â Â Á
 .C = CP 1 en un feuilletage transverse a la fibration verticale x s cste.Á
Comme la droite a l'infini est feuille de F X, les feuilles de F X sont desÁ
 . Xgraphes de fonctions holomorphes de C dans C ; CP 1 . Ainsi si G est
une separatrice algebrique irreductible, GX est le graphe d'une fonctionÂ Â Â
 .x ¬ a x qui est necessairement polynomiale. L'automorphismeÂ
 .   .. Xf : f x , x s x , x q a x envoie l'axe x s 0, sur G et par suite1 2 1 2 1 2
convient.
Remarque. Le lemme 6.2 dit que si l'equation differentielleÂ Â
dx2 Xq x p x q q x s 0 .  .2 1 1dx1
w xpossede une solution w algebrique sur C x alors w est un polynome. CeÁ Â Ã1
que l'on peut aussi obtenir par la theorie de Galois differentielle.Â Â
Les lemmes 6.1 et 6.2 nous permettent donc de conclure que dans
l'alternative 2. on se remene a l'ecriture v s dP q P dW. D'apres 5.6 onÁ Á Â Á
peut invoquer les arguments du chapitre 5 et a posteriori on constate queÁ
W est primitif.
PlacËons nous maintenant dans l'eventualite 1.Â Â
X  X .  .LEMME 6.3. Soit v s dx q x p x q q x dx a¨ec q non iden-2 2 1 1 1
tiquement nul et degre q F degre pX y 1. Soit X X tel que i X vol s vX. AlorsÂ Â X
X X n'est pas surjectif.
 .  . N  . Ny1Preu¨e. Soit f x , x s b x x q b x x q ??? , b ' 0; le coef-1 2 0 1 2 1 1 2 0
N X  .  X .  .. .ficient de x dans X f s ­ fr­ x y x p x q q x ­ fr­ x est2 1 2 1 1 2
w X .  . X  .xp x ? Nb x y b x .1 0 0 1
En examinant le coefficient de plus haut degre en x on constate,Â 1
0 X X .  . X  .puisque d p G 1 que p x ? N ? b x y b x est non nul. Ainsi le1 0 1 0 1
X w X .  .coefficient de plus haut degre en x dans X f est p x ? N ? b x yÂ 2 1 0 1
X  .x N X  . N  .b x x . Supposons X surjectif; soit f s b x x q ??? qb x solu-0 1 2 0 1 2 N 1
X X .  . X  .tion de X f s x . Alors N s 1 et p x b x y b x s 1. Comme le2 1 0 1 0 1
degre de pX est superieur a 1, on aboutit a une contradiction: il suffit pourÂ Â Á Á
X .  .cela d'examiner le terme de plus haut degre dans p x b x .Â 1 0 1
La compilation des paragraphes 3, 4, 5, 6 nous conduit au theoremeÂ Á
annonce.Â
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Á7. CHAMPS SURJECTIFS A COEFFICIENTS DANS UN
SOUS CORPS k DE C
On s'interesse dans ce chapitre aux derivations surjectives d'un anneauÂ Â
w xde polynomes k x, y ou k est un sous corps de C. Soit X une telleÃ Á
w xderivation; X induit une derivation X de C x, y qui est evidemmentÂ Â ÂC
w xsurjective: la surjectivite de X produit des polynomes f g k x, y ;Â Ã i j
w x i j w 2 xC x, y satisfaisant Xf s x y . Par suite il existe f g Aut C et m tel quei j
f# X s X . Nous allons nous convaincre que l'on peut choisir f aÁC m
coefficients dans k. Reintroduisions v s i dx n dy; si v est fermee, alorsÂ ÂX
w xv s dP ou P g k x, y .Á
w 2 xNous avons vu alors qu'il existait un diffeomorphisme f g Aut C telÂ
que P (f s x; le fait que l'on puisse choisir f a coefficients dans k estÁ
etabli dans la proposition qui suit dont la demonstration m'a ete suggereeÂ Â Â Â Â Â
par M. Coste:
w xPROPOSITION 7.1. Soient k un sous corps de C et P g k x, y ; on suppose
w 2 x  .qu'il existe F g Aut C tel que P (f x, y s x; il existe un automorphisme
w 2 x  .polynomial c g Aut k a coefficients dans k tel que P (c x, y s x.Á
y1  .Preu¨e. On note f s P, Q ou P est le polynome donne et Q gÁ Ã Â
w x  .  . UC x, y ; comme les transformations lineaires x, y ¬ x, a y a g CÂ
laissent x invariant, on peut modifier Q par a Q pour que dP n dQ s
1 dx n dy. Maintenant on peut voir Q comme solution du systeme lineaireÁ Â
dP n d s 1 dx n dy?
a coefficients dans k. Comme ce systeme a une solution dans C il a uneÁ Á
 .solution Q a coefficients dans k. L'application polynomiale P, Q est aÁ Ák k
jacobien constant et envoie k 2 dans k 2. Considerons l'application polyno-Â
 .  .   ..miale P, Q (f s w ; par construction on a w x, y s x, w x, y ouÁk 2
w x  .  .w g C x, y satisfait dx n dw ' 1. Par suite w x, y s y q A x ouÁ2 2 2
w x  .A g C x et l'on en deduit que P, Q induit un automorphisme algebriqueÂ Âk
de C2 note cy1. Cet automorphisme est a coefficient dans k et le calculÂ Á
2w xexplicite de son inverse c montre que c g Aut k .
Ainsi dans le cas hamitonien le theoreme est vrai sur k. Il suffit pourÂ Á
terminer d'examiner la situation du § 4 ou dv s l ? dx n dy avec l g k.Á
w xLe polynome W satisfaisant dv q dW n v s 0 est bien sur dans k x, y etÃ Ã
le polynome P tel que v s dP q P ? dW a ses coefficients solutions d'unÃ
systeme a coefficients dans k. Comme P est unique, P appartient aÁ Á Á
w xk x, y . Nous avons ensuite montre l'existence d'un automorphisme f gÂ
w 2 xAut C tel que P (f s y; on peut prendre d'apres 7.1 f a coefficientsÁ Á
dans k puis conclure comme dans le § 4.
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D'ou le:Á
w xTHEOREME 7.2. Soit X un deri¨ ation surjecti¨ e de k x, y ou k est un sousÂ Á Â Á
 . w xcorps de C; il existe un automorphisme polynomial f s f , f f g k x, y1 2 i
 .et m g k tels que f# X s X s m ­r­ x q ­r­ y.m
Â8. QUELQUES REMARQUES EN DIMENSION SUPERIEURE
Les techniques que nous avons utilisees sont pour la plupart inoperantesÂ Â
en dimension superieure, en particulier le resultat de Lin]Zaidenberg estÂ Â
propre a la dimension deux. Toutefois voici quelques considerations quiÁ Â
pourront etre utiles.Ã
PROPSOTION 8.1. Soit X un champ de ¨ecteurs polynomial sur C n sans
1w n x  1w n x 4 1w n xsingularites; soit L C ; X s v g L C ri v s 0 . Alors L C ; X estÂ X
w xun C x , . . . , x module libre de rang n y 1.1 n
 .Preu¨e. Ecrivons X s X ­r­ x et considerons les 1-forms v sÂi i i j
1w n x n  .X dx y X dx g L C ; X . Sur l'ouvert de Zariski C y X s 0 les v ,j i i j i i j
1w n x 1w n xj / i, engendrent L C ; X et sont independants. Ainsi L C ; X estÂ
localement libre de type fini. La conjecture de Serre resolue par Quillen etÂ
w xSuslin Q implique alors le resultat.Â
1w n xEn particulier, il existe une base v , . . . , v de L C ; X telle que1 ny1
 .v n ??? n v s i vol . Si de plus X est surjectif on peut completerÂ1 ny1 X
1w n xcette base en une base de L C en ajoutant la 1-forme v s df ou fÁn
satisfait X s 1. On aura v n ??? n v s vol.f 1 n
Comme en dimension deux, si X est surjectif on peut penser que le cas
ou la forme v n ??? n v est fermee va jouer un role special. SansÁ Â Ã Â1 ny1
toutefois mener l'etude jusqu'au bout nous allons examiner cette situationÂ
en dimension 3.
PROPOSITION 8.2. Soit X un champ de ¨ecteur polynomial surjectif sur
3  . 1w 3 xC ; soit v , v une base de L C ; X telle que i vol s v n v . On1 2 X 1 2
 .  .suppose d v n v s 0 ou, ce qui est equi¨ alent, div X s 0. Alors X estÂ1 2
tangent a un feuilletage algebrique de codimension 1. Plus precisement il existeÁ Â Â Â
1w 3 xh g L C ; X tel que dh s v n v ; en particulier h n dh s 0.1 2
X 1w 3 xPreu¨e. Comme v n v est fermee il existe h g L C telle queÂ1 2
X X w xdh s v n v . Puisque X est surjectif, il existe F g C x , x , x tel que1 2 1 2 3
 X. X X XX F s i h ; la 1 forme h s h y dF satisfait dh s v n v et i h s 0.X 1 2 X
1w 3 xAinsi h g L C ; X , donc h s a v q a v et visiblement h n dh s 0.1 1 2 2
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3  .   .EXEMPLE 8.3. Dans C considerons le champ ­r­ x q m x ­r­ xÂ 3 1 1
 .. U 1w 3 xy x ­r­ x s Z ou m g C . Le champ Z est surjectif et L C ; Z aÁ2 2 m m m
pour base v s dx y m x dx , v s dx q m x dx . Le champ Z a pour1 1 1 3 2 2 2 3 m
integrale premiere polynomiale x x et un calcul immediat montre queÂ Á Â1 2
toute integrale premiere polynomiale P de Z se factorise dans x x i.e.Â Á m 1 2
 . w xP s p x x , p g C t .1 2
Ici avec les notation precedentesÂ Â
v n v s dx n dx q m x dx q x dx n dx .1 2 1 2 1 2 2 1 3
x dx y x dx .1 2 2 1 Xs d y m x x dx q x dx s dh . .3 1 2 2 1 52
X   ..On a i h s ym x x s yZ m x x x q w x x ou w est n'importeÁZ 1 2 m 1 2 3 1 2m
quel polynome a une variable. On peut donc choisir h dans la famille:Ã Á
x dx y x dx .1 2 2 1 Xh s y m x y w x x d x x q md x x x .  .  . .w 3 1 2 1 2 1 2 32
et le champ Z est tangent aux feuilletages F associe a h ainsi qu'auÂ Ám w w
feuilletage donne par l'integrale premiere x x .Â Â Á 1 2
PROPOSITION 8.4. Soient X surjectif, div X s 0 et h comme dans 8.2. Il
w xexiste un champ polynomial Z tel que h s i dh et X, Z s 0. Ainsi leZ
feuilletage F associe a h est tangent a une algebre de Lie de champsÂ Á Á Áh
 4commutants X, Z a¨ec h s i i vol.Z X
Preu¨e. Comme dh s v n v ne s'annule pas et que h n dh s 0 il1 2
existe un champ ZX polynomial tel que h s i X dh; ZX est defini moduloÂZ
l'addition d'un multiple de X. Soient f polynome tel que Xf s 1 etÃ
X X .Z s Z y Z f ? X. On a i h s i h s 0, i dh s 0 et par suite X et ZX Z X
sont independants en dehors des zeros de h. De plus au niveau desÂ Â
derivees de Lie nous avons L h s 0 et L h s h. Par suite L h sÂ Â X Z w X , Z x
L L h y L L h s 0. Comme h est integrable i h s 0 et l'on aÂX Z Z X w X , Z x
w xi dh s 0. Finalement X, Z s w ? X pour un certain polynome w. OnÃw X , Z x
w x w xa X, Z ? f s XZ ? f y ZX ? f s 0 puisque Xf s 1 et Zf s 0. Mais X, Z ?
f s w X ? f s w et w s 0.
D'autres renseignements peuvent etre tires en exploitant l'integrabiliteÃ Â Â Â
1w 3 x w xde h. En effet puisque h n dh s 0 il existe Q g L C et h g C x , x , x1 2 3
tels que:
Q
1 v n v s dh s n h . . 1 2 h
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Puisque X est surjectif on peut ecrire Q s dF q a v q a v . Appli-Â 1 1 2 2
 .  .quant X par produit interieur a 1 , il vient X F s 0. Il faut distinguerÂ Á
les cas ou dF est nul ou non.Á
 .1 Si F est non constant, F est integrale premiere de X donc,Â Á
 .  .comme X et Z commutent, Z F aussi. Si Z F est nul alors F est
 .integrale premiere de h et h s a dF, ou a g C x , x , x . Vient alorsÂ Á Á 1 2 3
dh s da n dF et le champ X a pour integrale premiere le polynome F etÂ Á Ã
la fonction rationelle a. Comme dh est non nul, les courbes integrales deÂ
X, sont des courbes algebriques simplement connexes. De plus le polynomeÂ Ã
F a la propriete d'annuler deux champs polynomiaux commutants.Â Â
 .  .  .2 Si F est non constant, et Z F constant non nul, Z F s l, on
considere V s dh y dFrl n h. On a i V s 0 et par suite V s w ? dh etÁ X
i V s 0 s w i dh s w ? h. Par suite 0 s dh y dW n h avec W s Frl. SiZ Z
 .W s p W avec W primitif on aura:0 0
dy1
ih s dP y P dW q l W dW i 0 0
is0
et dh s ydP n dW. Ici encore X a deux integrales premieres indepen-Â Á Â
dantes P et W, et les courbes integrales de X sont des courbes algebriquesÂ Â
simplement connexes. De plus si F est tel que Xf s 1 on a dP n dW n df
 .s vol. On peut penser que dans ce cas X est conjugue a ­r­ x .Â Á
 .  .3 Si F est non constant ainsi que Z F , alors X a l'integraleÁ Â
premiere F et est tangent au feuilletage F qui est ici distinct duÁ h
.deuilletage F s cste ; a priori h peut avoir ou non une integrale premiereÂ Á
polynomiale.
 .4 Lorsque F est identiquement nul, il est beaucoup plus delicatÂ
d'obtenir des informations qui pour l'instant restent mineures.
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